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در اينگونه . هاي تصاوير است  استخراج لبههاي گذاري تصوير گراديان، يكي از پركاربردترين روش  آستانه :چكيده 
بمنظور  Henstock در اين مقاله، الگوريتم تکراری. است آستانه  بهينهانتخاب ،ترين مرحله پراهميتها  روش
، هيستوگرام Henstockدر الگوريتم . گذاری بهينه تصوير گراديان، معرفی و همگرايي آن به اثبات رسيده است آستانه

تصوير مجذور گراديان، بوسيله مجموع دو تابع چگالی احتمال ازنوع گاما مدل گرديده و پارامترهای آنها با استفاده از 
در اين مقاله، براي اثبات همگرايي الگوريتم مذكور اولا ثابت . شود کراری، تخمين زده ميروش بيشترين اميد، بصورت ت

گرديده كه آستانه بهينه مطلوب، منطبق بر مينيمم عمومي الگوريتم است و ثانيا نشان داده شده است كه روش  
ها بيانگر عملكرد  سازي شبيه. دباش در تخمين پارامترهاي مدل، منطبق بر روش بيشترين شيب مي Henstockالگوريتم 

  .گذاري بر تصاوير گراديان است مناسب و قابل اطمينان الگوريتم فوق در آستانه
  

، آشکارسازی لبه، پردازش تصوير، روش بيشترين اميد، برآوردکننده  گراديانگذاری بهينه تصوير آستانه :كلمات كليدي
 .بيشترين درستنمايی

  

  مقدمه‐١

هاي زيادي براي تشخيص لبه  تاكنون الگوريتم. تصويريک در ناحيه كوچكي از روشنايی تغييرات تند لبه عبارت است از 
.  گراديان تصوير استوار هسـتند     های محلی   های آشکارسازی لبه، بر يافتن ماکزيمم      ای از روش   دسته. ]۱[شده است    ارائه

شود و سپس با قرار دادن يک مقدار آستانه          به می بدين معنی که ابتدا گراديان تصوير توسط يک عملگر گراديانی محاس          
های تصوير هستند اسـتخراج شـوند         شود نقاطی که ماکزيمم گراديان را به خود اختصاص داده و متناظر با لبه              سعی می 

 های لبه و غيرلبه را از يکديگر جـدا نمايـد، امـری             تعيين آستانه مناسب در تصاوير گراديان که بتواند پيکسل        ]. ۳[،  ]۲[
انتخـاب   .تواند تابعی از کاربرد، سيستم تصويربرداری و ناظر باشد   زيرا در حالت کلی آستانه بهينه می      . بسيار دشوار است  

. اسـت  سطوح خاكستري    با استفاده از هيستوگرام   بندي   ناحيهمشابه با يك مسأله      آستانه در هيستوگرام تصوير گراديان    
مبناي انجام اينكار نيـز     . دهند  بين دو برجستگي هيستوگرام قرار مي      ای کمينهها معمولا آستانه را در       اين قبيل روش  در  

. ]۵[،  ]۴ [ آن است  )modality (هاي ها و فرورفتگي   هاي مختلف هيستوگرام يا برجستگي     شكل و گشتاور بخش   توجه به   
د در اين تصاوير چندان مـؤثر  توان از آنجا كه معمولا هيستوگرام تصوير گراديان داراي دو قله مجزا نيست، اين شيوه نمي       

   پيوسـتگي  چـون  سازی خصوصـياتی    های متداول در آشکارسازی لبه، مقدار آستانه بر اساس بهينه           در برخی روش  . باشد
قادر بـه تنظـيم مناسـب مقـدار        معمولا  ها    الگوريتم گونه اما اين  ،]۷[ ،]۶[،  ]۱[ شود  محاسبه می بندي   دستهلبه و خطاي    

 كه در همان ابتداي كار نسـبتي ثابـت بـين            ]p-tile ]۵هايي از قبيل     روش.  از تصاوير نيستند   آستانه براي طيف وسيعي   



 نسبت مـذكور    زيرا ،دهند  از مقدار آستانه ارائه مي     غيردقيقیهاي   گيرند نيز تخمين   هاي لبه و غيرلبه در نظر مي       پيكسل
. پـردازد  می Henstockگذاری بهينه    روش آستانه  اين مقاله به معرفی    .بشدت وابسته به تصوير و نويز موجود در آن است         
 بـه صـورت مجمـوعی از دو تـابع چگـالی      )gradient squared image (در اين روش، هيستوگرام تصوير مجذور گراديان

 - Expectation Maximization(سپس به کمک روش تکراری بيشترين اميد . شود احتمال از نوع گاما در نظر گرفته می

EM (ستفاده از برآورنـده بيشـترين درسـتنمايی    و با ا)Maximum Likelihood - ML (  هـای فـوق    پارامترهـای توزيـع
  . شود تخمين زده شده و آستانه بهينه محاسبه می

بخش سوم به معرفی برآوردنده بيشترين . شود در بخش بعدی مدل آماری هيستوگرام تصوير مجذور گراديان معرفی می    
در  Henstockبخش چهارم را به معرفی الگوريتم . پردازد امترهای تابع چگالی احتمال گاما میدرستنمايی در تخمين پار 

. ارائه گرديده است   Henstockدر بخش پنجم شکل عمومی الگوريتم       . ايم تخمين پارامترهای مدل مذکور اختصاص داده     
در بخـش هشـتم همگرايـی    . پردازنـد  یهای ششم و هفتم به ترتيب به بررسی نقطه ثابت الگوريتم و يکتايی آن م    بخش

هـا و    سـازي  هـای نهـم و دهـم بـه ترتيـب بـه بررسـی نتـايج شـبيه                   به اثبات رسيده است و بخش      Henstockالگوريتم  
  .گيری اختصاص يافته است نتيجه

  

  تصوير معرفي مدل آماري هيستوگرام مجذور گراديان ‐٢

اين مدل داراي پنج پارامتر است      . هيستوگرام استفاده شده است    براي تخمين مقدار آستانه از مدلي آماري براي          ]۸[در  
. نمايـد  و الگوريتم ارائه شده در مقاله مذكور از طريق تطبيق مدل با هيستوگرام، مقدار پارامترهاي مدل را محاسبه مـي                   

 تصـوير   سـتوگرام توزيـع هي  بنـابراين   . تصوير نرمال باشـد    هاي لبه و غيرلبه در گراديان      فرض كنيم توزيع آماري پيكسل    
بـدليل سـادگي در   . ]۹[اسـت   )non-central chi-square distribution (كاي اسكور غير مركزي از نوع مجذور گراديان

اگر پارامترهاي توزيع گامـا بشـكل   . محاسبات از توزيع گاما براي مدل نمودن مقادير مجذور گراديان استفاده شده است 
، جـايگزيني فـوق   ]۹[اسـكور حالـت خاصـي از توزيـع گامـا اسـت         اينكه توزيع كاي   اي انتخاب گردند، با توجه به      بهينه
دار دو تـابع     مدل نهايي كه بايد بر هيستوگرام تصوير منطبـق شـود، عبـارت اسـت از جمـع وزن                  . تواند صحيح باشد   مي

ايـن مـدل را     . دهنـد  هاي غيرلبه را نشان مـي       پيكسل  توزيع هاي لبه و دومي    چگالي احتمال گاما كه اولي توزيع پيكسل      
  تعريف نمود، )۱(توان طبق معادله  مي

)۱(  ( ) ( ) ( ) ( )110000 ,1, βαβα xfpxfpxf ×−+×=

)،  احتمال غيرلبه بودن يك پيكسل در تصوير   0pكه در آن     )00 ,βαxf  و( )11,βαxf    به ترتيب توابـع چگـالی احتمـال 
)های غيرلبه و لبه و       پيکسل )xf          بـا تخمـين دقيـق پـنج        .  مدل پيشنهادی  برای هيستوگرام مجذور گراديـان هسـتند

  .شود هاي لبه و غيرلبه نيز تعيين مي ، آستانه مطلوب بين پيكسلاميد بيشترين برآورندهپارامتر مدل با استفاده از 
  

  ای توزيع گاما در محاسبه پارامتره بيشترين درستنمايياستفاده از الگوريتم ‐٣

ها در تخمين پارامترهـای مجهـول يـک توزيـع آمـاری بـا اسـتفاده از                   بيشترين درستنمايی يکی از پرکاربردترين روش     
  از خواهيم بـا اسـتفاده     ، مي با توجه به کاربرد توزيع گاما در مدل آماری ارائه شده           ].۶[های مشاهده شده آن است       نمونه
ML     فرض كنيد كه    . اما بدست آوريم   برآوردي از پارامترهاي توزيع گnxxx ,,, 21 K    داراي چگالي احتمال توأم گامـا بـا 

از اينجا به بعد تا پايان مقاله توابع چگـالی احتمـال از             (باشند  ) ۲( مطابق با معادله     β  و α پارامترهاي يكسان و مجهول     
)نوع گاما را به صورت  )βα ,xfدهيم  نشان می(.  
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  .دهيم مشتق گرفته، حاصل را برابر صفر قرار مي
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)به دليل حضور تابع  )αΓ هاي   از روشن، اين معادلات حل تحليلي نداشته و پاسخ آ)۴( در معادله اول دستگاه معادلات
 جهت سهولت، برآورنده بيشترين درستنمايی در تخمين پارامترهای تابع چگالی احتمـال از نـوع                .عددي محاسبه گردد  

  :دهيم ذيل نشان میگاما را به شکل 
)۵(  [ ] { }( )NxxxML ,,,, 11 K=βα

}که   }Nxxx ,,, 11 K  شود و    های تصادفی است که برآورد بر اساس آنها انجام می           مجموعه نمونه[ ]βα  پارامترهای بـرآورد    ,
]بديهی است که . است MLشده توسط  ]βα   .آيند بدست می) ۴( از حل دستگاه معادلات ,

  

  محاسبه پارامترهاي مدل آماري ‐٤

ابتدا اول در مرحله .  ارائه شده شامل دو بخش مجزا است)۱( در معادله  براي تخمين پارامترهاي مدل  ]۸ [روشي كه در  
بـراي محاسـبه    . شـود   بهنگـام مـي    0p دوم مقـدار پـارامتر       مرحلـه هاي گاما محاسـبه و سـپس در          چهار پارامتر توزيع  
به اين ترتيب كه ابتدا با استفاده از هيستوگرام و بـر  . شود ها از روش بيشترين درستنمايي استفاده مي  پارامترهاي توزيع 

،  زده شـده   سپس از توابـع تخمـين     . آيد هاي لبه و غيرلبه بدست مي      ، تخميني از توزيع پيكسل    0p  موجود اساس مقدار 
 را بـا اسـتفاده از ايـن          الگوريتم بيشترين درستنمايي پارامترهاي توابع چگالي احتمـال گامـا          ه و سپس  شد  یبردار نمونه
اين فرآيند  . آيد  بدست مي  0pاميد رياضي مقدار جديدي براي      يک  در مرحله بعد، با محاسبه      . ندک  محاسبه مي  ها نمونه

 )١ (در جدول .  همگرا گردد و يا ديگر بهبودي در مدل و پارامترهايش حاصل نگردد            يابد كه يا الگوريتم    تا آنجا ادامه مي   
  .يمسناش مي Henstockالگوريتم در ادامه مقاله، الگوريتم فوق را با نام . اين الگوريتم به تفصيل بيان گرديده است

  
  Henstock  شکل عمومی الگوريتم‐٥

)،  Hفرض كنيد    )kkxf 000 , βα  ،( )kkxf 111 ,βα   و p     تـابع چگـالي احتمـال     مجـذور گراديـان      به ترتيب بيانگر هيستوگرام ،
در ايـن   .  پيكسـل در تصـوير باشـد       احتمال غيرلبه بودن يک   هاي لبه و     هاي غيرلبه، تابع چگالي احتمال پيكسل      پيكسل

)ن نوشـت کـه در آ  ) ۱۱(را مطابق با معادله     Henstockتوان فرم عمومی الگوريتم      صورت، می  ) ( ){ }kkkkk p,,,, 1100 βαβα  
)مجموعه پارامترهـای ورودی،      ) ( ){ }11

1
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1
1

0
1

0 ,,,, +++++ kkkkk pβαβα      مجموعـه پارامترهـای خروجـی و HD   بيـانگر دامنـه 
)تعريف   )xH تابع   )۱۱(در معادله   .  است ،( )( )xfSGا  ، ابتد ) تعريف گرديده است   ۱۲همانطور که در معادله      (١( )xf  را 

)کند به طوری که اولا تمام دامنـه تعريـف            نرماليزه کرده و سپس بينهايت نمونه تصادفی توليد می         )xf     را بپوشـانند و 
)ثانيا تابع چگالی احتمال گسسته آنها منطبق بر  )xfنرماليزه باشد  .  

                                                 
1 Sample Generator (SG) 



)بنابراين، تابع    )( )( )xfSGML         کند که تابع حاصل تا حد امکـان          پارامترهای تابع چگالی احتمال گاما را چنان برآورد می
)مشابه   )xf   های تصادفی توليد شده توسط تابع         باشد، زيرا نمونه( )( )xfSG           به عنـوان ورودی بـه برآورنـده بيشـترين 

  .شود داده می) ML(درستنمايی 
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  .در تخمين پارامترهاي مدل Henstockالگوريتم:)١ (جدول
0به ) ١

0p همچنين.  نسبت داده شود٨٨/٠ مقدارk→0.  
  . تخمين زده شودkp0هاي لبه و غيرلبه با استفاده از هيستوگرام و مقدار  توابع چگالي احتمال پيكسل) ٢

0، هيستوگرام براسـاس مقـدار       )مرحله صفرم ( براي انجام اينكار در آغاز كار        .آ
0p     و بـروش p-tile      گـردد  بـه دو بخـش مجـزا تقسـيم مـي .

)هاي سمت چپ  بخش )kkxf 00 , βα و راست ( )kkxf 11 , βαباشد غيرلبه و لبه ميهاي   به ترتيب تخميني از پيكسل.  
  . شوند ، توابع چگالي احتمال طبق معادلات ذيل تخمين زده مي k>0 در مرحله .ب
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)۷       (                                                                                                            ( ) ( ) ( )xrxHxd ×=0  
)۸(                                                                                                               ( ) ( ) ( )[ ]xrxHxd −×= 11  

)كه   )kkxf 00 , βα   و ( )kkxf 11 , βα  در مرحلـه    هاي لبه و غيرلبـه       رتيب توابع چگالي احتمال پيكسل     به تk   ،( )xH     هيسـتوگرام مجـذور 
) و تصوير گراديان )xd0 و ( )xd1  در مرحله هاي لبه و غيرلبه پيكسلبه ترتيب تخمينی از توابع چگالی احتمال k+1هستند .  

)هاي تخمين زده شده      يشترين درستنمايي و با استفاده از توزيع      به كمك تكنيك ب   ) ٣ )xd0   و ( )xd1   1، مقادير+kα   1 و+kβ     براي هـر دو
) به اين ترتيب که ابتدا از        .شود توزيع گاما تخمين زده مي     )xd0   و ( )xd1   شود و سپس با استفاده از         نمونه برداری میML  هـای   و نمونه

  .شوند  برای هر دو توزيع گاما، تخمين زده میkβ+1 و kα+1بدست آمده، پارامترهای 
1مقدار پارامتر ) ٤

0
+kpگردد  طبق معادله ذيل محاسبه مي.  
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  . اندازه بردار هيستوگرام استnكه 
 و درغيـر اينصـورت   ٦شـود بـه مرحلـه     چنانچه تغييرات پارامترهاي مدل ناچيز است و يا ديگر پيشرفتي در فرآيند تخمـين مشـاهده نمـي     ) ٥

kk   .وع شود رج٢ و به مرحله 1+→
  .شود محاسبه مي) ١۲(معادله استفاده از  بامقدار آستانه ) ٦

)۱۰   (                                        ( ) ( ) ( ){ }000110 ,,1 such that   1min βαβα xfpxfpnxtr ×>×−≤≤=  



)های تصادفی توليد شده توسط       با توجه به اينکه نمونه     )( )xfSG     تمام دامنه تعريف ( )xf  پوشانند و تابع چگـالی       را می
)احتمال گسسته آنها     ) ( )∫

fD

dxxfxf وان نتيجه گرفت که     ت باشد، می   می
K,2,1=i

ix    به تعداد ( )
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lim  مرتبه 

  توان نتيجه گرفت، می) ۵(و ) ۴(بنابراين، با توجه به معادلات . ها تکرار شده است در بين نمونه
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ها بينهايـت اسـت،       به اينکه در اين حالت تعداد نمونه       با توجه . است) ۴(، در حقيقت، شکل پيوسته معادله       )۱۳(معادله  
)پس چنانچه  )xf ۱۱[تعريف شود، داريم ) ۲( مطابق رابطه[،  

)۱۴(  [ ] ( )( )( )βαβα ,, xfSGML= . 
 مـذکور معـادلات   مجموعـه   تـوان دريافـت كـه        بروشـني مـي   ) ۹ (تـا ) ۶ (با معادلات ) ۱۱(معادلات  مجموعه  از مقايسه   

   .کنند بيان میرا در حالت پيوسته  Henstockگوريتم درحقيقت ال
  
   الگوريتم٢ثابتتعيين نقطه  ‐٦

برابر تعريف گرديده ) ۱(با مدل پيشنهادی که در معادله ) ١۵(مطابق معادله مجذور گراديان فرض كنيد كه هيستوگرام 
   .باشد

)۱۵(  ( ) ( ) ( ) ( )1100 ,1, βαβα xfqxfqxfH ×−+×==  
بـديهي اسـت كـه بـا تعريـف بـالا             .هـا اسـت    ي غيرلبه تصوير به كـل پيكسـل       ها  نيز بيانگر نسبت پيكسل    qپارامتر  که  

( ) ( ){ }q,,,, 1100 βαβα      بنابراين الگـوريتم در ايـن      . خواهيم الگوريتم به آن همگرا گردد       همان نقطه مطلوبي است كه مي
  مـذکور  رابر بـا ورودي   ب) ۱۱( معادلات   مجموعهبه عبارت ديگر به ازاي ورودي فوق بايد خروجي          . باشدنقطه بايد پايدار    

) ،براي بررسي صحت اين مطلب. گردد ) ( ){ }q,,,, 1100 βαβα داريم،كنيم  ميجايگذاری ) ۱۱(در مجموعه معادلات  را ،  
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)پس  . ها برابر هستند   ها با ورودي   كنيد، خروجي  همانطور كه در دستگاه معادلات فوق مشاهده مي        ) ( ){ }q,,,, 1100 βαβα 
  . ]۱۲ [است) ۶( معادلات مجموعهيك نقطه ثابت 

  
   اثبات يكتا بودن نقطه ثابت‐٧

) اگر    که  نشان داده شد   قبلا ) ( ) ( )1100 ,1, βαβα xfqxfqH )آنگـاه   برقـرار باشـد      =×+−× ) ( ){ }q,,,, 1100 βαβα   يـك 
كه اين نقطـه    كنيم   اكنون ثابت مي  .  الگوريتم است  هدفهمان نقطه   به عبارت ديگر    و  ) ۶( معادلات   مجموعهنقطه ثابت   

)فرض كنيد . ثابت يكتاست ) ( ){ }r,,,, 1100 γηγηبنابراين داريم،.  نقطه ثابت ديگر اين دستگاه معادلات باشد  
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2 Fixed point 



 يک  nگشتاور مرتبه   . كنيم كه اين دو نقطه ثابت بريكديگر منطبق هستند         ثابت مي  H(x)های  اكنون با استفاده گشتاور   
) با تابع چگالی احتمال گاما، متغير تصادفی )βα ,xf شود محاسبه می) ۱۸(، مطابق معادله.  
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)۲۱(  [ ] TTrrqqP 41011 ×=−−  
به عبارت ديگر بايد بتـوان حـداقل        .  کامل نباشد  ٣ از مرتبه  Pتنها زمانی پاسخ غير صفر دارد که        ) ۲۱(دستگاه معادلات   
، از ضـرب عنصـر      Pمـاتريس   هر عنصـر    . های ديگر آن نوشت     را بصورت يک ترکيب خطی از ستون       Pيکی از ستونهای    

متناظرش در سطر قبل، در يک ضريب بدست میآيد که ضريب مذکور با افزايش تعداد سـطرها بـه صـورت تصـاعدی                       
 بـه  Pبعلاوه عناصر سطر اول ثابت و يکتا هستند، بنابراين برای اينکه مرتبـه مـاتريس   . يابد افزايش می ) تصاعد حسابی (

 دارای Pلذا با توجه به اينکه .  ضريبی از ستونی ديگر باشدP بايد حداقل يک ستون  کامل نباشدr و qازای تمام مقادير 
 بررسـی  1Pدر ادامه سه حالت مربـوط بـه سـتون         .  حالت متفاوت ممکن است رخ دهد      ۶چهار ستون است، در مجموع      

  .سه حالت باقيمانده نيز بروش مشابه قابل بررسی است. شود می
  

  اولحالت 
)۲۲(  010121 , ααββ ==⇒= PP  

  توان نتيجه گرفت، می) ۱۷(و ) ۱۵(، )۲۲(های  از معادله
)۲۳(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11001100 ,1,,, γηγηβαβα xfrxfrxfxfH ⋅−+⋅===  

  دهد، با توجه به لمی که در ضميمه الف اثبات گرديده است، نتيجه می) ۲۳(معادله 
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21در نتيجه   معتبر نبوده و) ۲۴(معادله لذا  ،ابع چگالی احتمال گاما استدار از دو ت  مجموعی وزنH از آنجا که PP ≠ .  
  

  حالت دوم
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3 Rank 



)۲۶(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11001100 ,1,,1, γηβαβαβα xfrxfrxfqxfqH ⋅−+⋅=⋅−+⋅=  

rqمشابه حالت اول اگر  rqاگر . رسيم که غيرقابل قبول است می) ۲۴( آنگاه مجددا به مجموعه معادلات ≠    آنگاه،=
)۲۷(  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }rq ,,,,,,,, 11001100 γηγηβαβα =  
  

  حالت سوم
)۲۸(  101041 , ηαγβ ==⇒−= PP  

)۲۹(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00001100 ,1,,1, βαγηβαβα xfrxfrxfqxfqH ⋅−+⋅=⋅−+⋅=  

rqمشابه حالت دوم، اگر      −≠ rqاگـر   .  قبول نيسـت   رسيم که قابل   می) ۲۴( آنگاه دوباره به مجموعه معادلات       1 −=1 
  داريم،

)۳۰(  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }rqrq ,,,,,,,,1,,,,,,,, 1100110000111100 γηγηβαβαγηγηβαβα =⇒−=  

) ۱۱(توان نتيجه گرفت که هر دو نقطه ثابت بر هم منطبق هسـتند و مجموعـه معـادلات                    می) ۳۰(و  ) ۲۷(از معادلات   
زيع گاما باشـد، نقطـه ثابـت        همچنين ثابت گرديد که اگر هيستوگرام به صورت مجموع دو تو          . تنها يک نقطه ثابت دارد    

 تنها در يک نقطه پايدار      Henstockبه عبارت ديگر الگوريتم     .  دقيقا منطبق بر همان دو توزيع است       Henstockالگوريتم  
  .باشد است که آن نقطه نيز منطبق بر پاسخ مطلوب الگوريتم می

  
  Henstockاثبات همگرايي الگوريتم  ‐۸

اسـت،  نـاقص    هـا  مجموعـه داده  در مـواردی کـه      . استفاده شده اسـت    EMاز   Henstockبرای اثبات همگرايی الگوريتم     
كند  نتايج تئوري و تجربيات عملي ثابت مي . ]۱۳[رود  بشمار می برای برآورد پارامترهاآل   ايدهیالگوريتمبيشترين اميد   

، همگرايي نرم و آنرين مزيت ، بزرگتاما.  كمتر است، نيوتنهاي جستجوي دوبعديِ از الگوريتم EMكه سرعت همگرايي 
هاي نيوتني كه نيازمند محاسـبه مـاتريس         به روش  EM ،بعلاوه، از نظر محاسباتي   .  نويز و اعوجاج است    در برابر پايداری  
Hessian الگوريتم   .شود  ترجيح داده مي   ،هستندHenstock           از نـوع گامـا     ، از يك مدل تركيبي با دو تابع چگالي احتمال

)، يستوگرام مجذور گراديان تصويربراي مدل نمودن ه )xH، کند می استفاده.  
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)ها شامل رويدادهاي توأم  در اين حالت مجموعه كامل داده ) Nkjx kk ,,2,1   ,, K= مقدار  .استkj، تابع و  است ١ يا ٠
  ،با بكارگيري قانون بيز خواهيم داشت. کند  را مشخص می براساس آن توليد شده استkxكه احتمالی چگالي 

)۳۲(  ( ) ( )
kjkkkk Pjxpjxf θθ ;;, = . 

هـا بـه يكـديگر تـابع         با فرض عدم وابسـتگي نمونـه      . برداري است كه پارامترهاي مجهول را در بر دارد         θ در معادله بالا،  
  ،لگاريتم درستنمايي عبارت است از
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]فرض كنيد    ]TPPP 21 ]در اينجا بردار پارامترهاي مجهول      . =, ]TTT P,θ=Θ اكنون الگوريتم   .  استEM      را بـراي توابـع
  ،به عبارت ديگر. دهيم چگالي احتمال گاما بسط مي
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، پارامترهاي   jPي  دانيم كه علاوه بر مقادير احتمالات      مي
jα  و 

jβ  توابع چگالي احتمال گامـا نيـز مجهـول    در هر يک از
  ،بنابراين داريم. هستند



  ):E-step(مرحله محاسبه اميد 
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)که  ))(; kxQ ΘΘهای موجود است ه به ازای داده اميد پارامترهای مشاهده نشد.  
  

  ):M-step(سازي  مرحله بيشينه
  .كنيم  بيشينه ميjP و jα ،jβرا نسبت به ) ٣۵(اكنون معادله 
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110که توجه بايد ، jPحسب  بر) ٣۵(گيري از معادله     براي مشتق  =+ PP بنابراين از روش ضرايب لاگرانژ بـراي  .داشت 
  .كنيم محاسبه مشتق استفاده مي
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)۳۹(  ( ) ( ) Nxx
N

k

N

k
k

j
k ==Θ=⇒=Θ ∑∑∑∑∑

== == = 11

1

0j
k

1

0

N

1k
k 1)(;xjp     1)(;xjp1 γ

γ
 

  ،شود نتيجه مي) ۳۹(و ) ۳۸(از 

)۴۰(  ( )∑
=

Θ=
N

1k
k )(;xjp1

kj x
N

P  

kx هاي هيستوگرام،    ها نمونه)(xH  همانند آنچـه در    بنابراين  . پوشانند  هيستوگرام را مي   دامنهكه تمام    ، هستند؛ بطوري
Hiتوان نتيجه گرفت كه      مي ذکر گرديد،    ۵بخش   Dx )  به تعداد  ها در ميان نمونه   ∋ ) xxHN ixN

∆⋅
→∆∞→ 0,

lim   مرتبه تکرار 

  دهد، نتيجه می) ۴۰(بنابراين معادله . استشده 

)۴۱(  ( ) ( )∫ Θ=
HD

j dxxxjpxHP )(; . 

  را نتيجه گرفت،) ۴۳(و ) ۴۲(توان به ترتيب معادلات  می) ۳۷(و ) ۳۶(بروش مشابه از معادلات 

)۴۲(  ( ) ( ) ( ) 0)(ln)ln()ln()(; =∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Γ

∂
∂−−Θ

HD
j

j
j dxxxxjpxH α

α
β . 

)۴۳(  ( ) ( )[ ] 0)(; =∫ −Θ
HD

jj dxxxxjpxH βα  

  يم،بنا بر قضيه بيز دار

)۴۴(  ( ) ( )
( )∑

=Θ

=

1

0
)(;

)(;
)(;

j
j

j

Pxjxp

Pxjxp
xxjp

θ

θ  

  شود، نتيجه می) ۴۳(تا ) ۴۱(در ) ۴۴(، از جايگذاری )۱۴(و ) ۱۳(که با توجه به معادلات 



) ۴۵(  

[ ] ( )
( )

( ) ( )

[ ] ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∫
⋅+⋅

⋅
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅

⋅
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅

⋅
=

+

++

++

HS kkkk

kk
k

kkkk

kk
kk

kkkk

kk
kk

dx
xfPxfP

xfP
xHp

xfPxfP

xfP
xHSGML

xfPxfP

xfP
xHSGML

111000

0001
0

111000

1111
1

1
1

111000

0001
0

1
0

,,

,

,,

,
,

,,

,
,

βαβα

βα

βαβα

βα
βα

βαβα

βα
βα

. 

110دانيم   مي =+ PP.   01 با جايگذاري 1 PP كـه  رسـيم   مـي ) ۱۱( معادلات مجموعه به ،)۴۵( معادلات در مجموعه =−
منطبـق بـر روش بيشـترين اميـد بـوده و در نتيجـه پايـدار و                  بنابراين ايـن الگـوريتم      . است Henstockهمان الگوريتم   

 تـابع   اميـد در طول فرآيند تكرار به سمت يك مـاكزيمم محلـي يـا مـاكزيمم عمـومي                   Henstockالگوريتم  . همگراست
 نشان  ۷ و   ۶هاي   اما در بخش  . ر نقطه همگرايي، الگوريتم پايدار است     دبه طوری که    . شود میلگاريتم درستنمايي همگرا    

 مـاكزيمم عمـومي تـابع       ،بنابراين اين نقطـه   . منطبق بر پاسخ مطلوب الگوريتم است     الگوريتم  تنها نقطه ثابت    داديم كه   
  .لگاريتم درستنمايي است و الگوريتم بناچار به آن همگرا خواهد شد

  
  ها سازي  شبيه‐۹

بـراي توليـد    .  تصوير متفاوت مورد بررسي قرار گرفته است       ۱۱نتايج براي   . سازي نموديم  را شبيه  Henstockتم  ما الگوري 
در آشکارسازی لبه  اين فيلتر   بهينه بودن  ،دليل اين انتخاب  . استفاده گرديد  Dericheبازگشتی  تصاوير گرادياني از فيلتر     

نشان داده شـده     Henstockتوسط الگوريتم   آشکارشده  هاي   لبه ويك تصوير نمونه     ۲و ١هاي   در شكل  .]۱۴ [بوده است 
هاي تغييرات مقدار پارامترهاي مدل و خطـاي آن در طـول فرآينـد تطبيـق                  منحني ٤ و   ٣همچنين در شكلهاي    . است

همانطور .  نيز هيستوگرام مجذور تصوير گرادياني و مدل نظير آن نشان داده شده است             ٥در شكل . نشان داده شده است   
در ايـن  . اش همگرا گـردد   مرحله به مقدار نهايي٢١كنيد، الگوريتم توانسته است طي  هاي فوق مشاهده مي   ه در شكل  ك

/.  ٦٢ ، p،  هـاي غيرلبـه در تصـوير       و نسبت پيكسـل   ../. ١٥حالت متوسط خطاي مدل بدست آمده نسبت به هيستوگرام          
صاويري كه هيستوگرام مجذور تصوير گرادياني آنها خيلـي  براي ت . ها به نكته مهمي پي برديم      سازي در حين شبيه  . است

دليل اين امر در اين است كه الگوريتم پس از چند مرحله            . گرديد شود، اجراي الگوريتم با خطا مواجه مي       سريع صفر مي  
 پيكسـلهاي   كند كه تقريبا تنها اولين ستون هيستوگرام در تابع جرم احتمـال            را چنان تنظيم مي    pتكرار، مقدار پارامتر    

)غيرلبه،   )00 , βαxf  خواهد مقدار دو پـارامتر       گيرد در اين حالت، الگوريتم مي      ، قرار مي( )00 , βα        را تنهـا براسـاس يـك 
)داده موجود در     )00 , βαxf      در حقيقت در چنين حالتي مقدار آستانه در محلـي          .  بدست آورد كه امري غيرممكن است

براي رفع اين اشكال، الگوريتم را متوقف و آستانه را در محـل بـين دو سـتون                  .  ستون اول هيستوگرام قرار دارد     بين دو 
همـانطور كـه    .  تصوير استاندارد نشان داده شده اسـت       ١۰ حاصل اعمال الگوريتم بر      ۶شکلدر  . ايم هيستوگرام قرار داده  

  . توانسته است آستانه را محاسبه نمايدبينيد، عليرغم تنوع فراوان تصاوير، الگوريتم بخوبي مي
  
  گيری نتيجه ‐١۰

ايـن الگـوريتم    . در اين مقاله الگوريتمی تکراری برای انتخاب آسـتانه معرفـی و همگرايـی آن بـه اثبـات رسـيده اسـت                      
 هـای لبـه و     هيستوگرام مجذور گراديان تصوير را به صورت جمع دو تابع چگالی احتمال گاما که بيانگر توزيـع پيکسـل                  

برای تخمين پارامترهای مدل از روش بيشترين اميد و برآوردکننـده بيشـترين             . نمايد غيرلبه در تصوير هستند مدل می     
هـای تکـراری تخمـين پـارامتر، حجـم کـم             مزيت اين روش نسبت به ديگر الگوريتم      . درستنمايی استفاده گرديده است   

جات است، هرچند که ممکـن اسـت سـرعت همگرايـی آن در     محاسبات و همگرايی نرم و پايداری در برابر نويز و اعوجا          



ها نيز نشان داد که الگوريتم قادر است بخوبی در طيف وسيعی از  سازي شبيه. های نيوتنی کمتر باشد    مقايسه با الگوريتم  
  .تصاوير آستانه مناسب را استخراج نمايد
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  ۱ضميمه 
)اگر  . لم )00 , βαxf  ،( )11, βαxf   و ( )22 , βαxf           ثابـت کنيـد تنهـا در       . سه تابع چگالی احتمال دلخواه از نوع گامـا باشـند

در ايـن حالـت   . توان يکی را بصورت ترکيب خطی دو تابع ديگر نوشت که هـر سـه تـابع مشـابه باشـند                   صورتی می 
  .مجموع ضرايب يک است
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21 تنها زمانی برقرار است که       2c و   1cتساوی فوق به ازای تمام مقادير        ααα بنابراين حکم به طور کامل اثبات      . ==
  .گرديده است

■  

 تغييـرات متوسـط قـدر مطلـق         )منحني بـالا  (:٣شكل
 )منحني پايين (. اختلاف هيستوگرام با مدل بدست آمده     

  .١هاي غيرلبه در شكل ت تعداد پيكسلنسب

هاي تغييـرات پارامترهـاي توابـع چگـالي منحني: ٤شكل
  .١احتمال گاما براي شكل

و مدل بدست آمـده از      )خط توپر(هيستوگرام مجذور تصوير گرادياني:٥شكل
  ). چيننقطه( Henstockالگوريتم 

 .١هاي آشكارشده در شكل لبه: ٢شكل  .تصوير مرجع: ١شكل



  

  

  . تصوير استاندارد۱۰برHenstockنتيجه اعمال الگوريتم:٦شكل


